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1. ÚVOD — MOTIVACE
Motivačnı́ obrázek: Taipei 101, Taiwan. Současný nejvyššı́
mrakodrap (508 m) užı́vá jako tlumič kmitů kyvadlo, které
vážı́ 700 000kg
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Existujı́ však i konstrukce, které tlumič nemajı́ a kde by docela hodil – a nemusı́me chodit daleko
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2. MATEMATICKÝ MODEL
2.1. Sférická a Cartézská verze základnı́
diferenciálnı́ soustavy
Semi-triviálnı́ řešenı́ a jeho porucha se nedá formulovat

v proměnných θ(t), ϕ(t).
Soustavu je třeba popsat přibližně v souřadnicı́ch x, y, z

s jednou vedlejšı́ geometrickou podmı́nkou
Složky pohybu ξ(t), ζ(t) odpovı́dajı́ souřadnicı́m x, y.

rθ̈ + (g − rϕ̇2 cos θ) sin θ = −ä cos θ cosϕ− 2rωbθ̇
r(ϕ̇ sin2 θ)̇︸ ︷︷ ︸ = ä sin θ sinϕ− 2rωbϕ̇ sin θ︸ ︷︷ ︸

konzervativnı́ část absorbce a disipace energie

Kinetická energie:

T =
m

2

ξ̇2 + ζ̇2 +
1

4r2
(
ξ2 + ζ2

)q 2 (
1 +

ξ2 + ζ2

2r2

)2
+ 2u̇ξ̇ + u̇2

 ;

kde: (. . .)
q

= d
dt

(. . .) .

Potenciálnı́ energie:

1− cos θ ≈ 1
2
θ2 − 1

24
θ4 ⇒ V = mg

[ 1
2r

(ξ2 + ζ2) +
1

8r3
(ξ2 + ζ2)2

]
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Přibližná Lagrangeova soustava ve složkách ξ, ζ — v Cartézské soustavě:

O(ε6); ε2 = (ξ2 + ζ2)/r2:

ξ̈ +
1

2r2
ξ(ξ2 + ζ2)

q q
+ 2ωbξ̇ +

g

r
(ξ +

1
2r2

ξ(ξ2 + ζ2)) = −ä

ζ̈ +
1

2r2
ζ(ξ2 + ζ2)

q q
+ 2ωbζ̇ +

g

r
(ζ +

1
2r2

ζ(ξ2 + ζ2)) = 0

ωb - relativnı́ měřı́tko viskoznı́ho útlumu.
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3. SEMI-TRIVIÁLNÍ ŘEŠENÍ VE VERTIKÁLNÍ ROVINĚ

3.1. Semi-triviálnı́ řešenı́
Předpokládáme

• harmonické buzenı́ (pravá strana): a(t) = a0 sinωt

• pohyb ve vertikálnı́ rovině: ζ0 = 0

• obecný tvar řešenı́: ξ0 = ξc cosωt+ ξs sinωt

Koeficienty ξc, ξs jsou obecně funkce času:
(a) Stacionárnı́ řešenı́: ξc, ξs konvergujı́ ke konstantám;
(b) Obecný přı́pad: řešenı́ je nestacionárnı́, amplitudy mohou sledovat periodické i neperiodické křivky.

Soustava se redukuje na rovnici

ξ̈(1 +
ξ2

r2
) +

1
r2
ξξ̇2 +

1
2
ωbξ̇ + ω20ξ(1 +

1
2r2

ξ2)− a0ω2 sinωt = 0

Stacionárnı́ stav (metoda harmonické rovnováhy):

ξc

(
(ω20 − ω2) +

1
2r2

(3
4
ω20 − ω2

)
(ξ2c + ξ2s )

)
+

1
2
ωωb · ξs = 0

ξs

(
(ω20 − ω2) +

1
2r2

(3
4
ω20 − ω2

)
(ξ2c + ξ2s )

)
− 1

2
ωωb · ξc = a0 · ω2
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Rovnice pro amplitudu R20 = ξ2c + ξ2s :

R2
0

[
ω2ω2

b + 4
(
(ω2

0 − ω2) + 1
2r2

(
3
4ω

2
0 − ω2

)
R2

0

)2
]
− 4ω4a2

0 = 0 ,

— tzv. rezonančnı́ křivka

Rezonančnı́ křivky jakožto semi-triviálnı́ řešenı́;
(a) pevná amplituda buzenı́, proměnný útlum; (b) pevný útlum, proměnná amplituda buzenı́.
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3.2. Analýza stability

Rozšı́řı́me semitriviálnı́ řešenı́ o lineárnı́ poruchu v obou souřadnicı́ch:

ξ = ξ0 + u (u = u(t)) , (a)
ζ = 0 + v (v = v(t)) . (b)

kde
u(t) = uc cosωt+ us sinωt ,
v(t) = vc cosωt+ vs sinωt .

”Linneárnı́” a ”malá” porucha ... zachovajı́ se prvnı́ mocniny u, v a jejich derivacı́.

Harmonická rovnováha; dvě lineárnı́ algebraické soustavy pro uc, us and vc, vs:

[
(ω20 − ω2) + 1

2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
(3ξ2c + ξ2s )

]
uc +

[
1
2ωωb + 1

r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
ξcξs

]
us = 0 ,[

1
r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
ξcξs − 1

2ωωb

]
uc +

[
(ω20 − ω2) + 1

2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
(ξ2c + 3ξ2s )

]
us = 0 ,

[
(ω20 − ω2) + 1

2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
ξ2c + 1

2r2

(
1
4ω
2
0 + ω2

)
ξ2s
]
vc +

[
1
r2

(
1
4ω
2
0 − ω2

)
ξcξs + 1

2ωωb

]
vs = 0 ,[

1
r2

(
1
4ω
2
0 − ω2

)
ξcξs − 1

2ωωb

]
vc +

[
(ω20 − ω2) + 1

2r2

(
3
4ω
2
0 − ω2

)
ξ2s + 1

2r2

(
1
4ω
2
0 + ω2

)
ξ2c
]
vs = 0 .
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hranice stability : pro amplitudy R2u = u2c + u2s, R2v = v2c + v2s

ζ : R2
v

1
2r2

(
3
4
ω2

0 − ω2
) (

3R2
v

1
2r2

(
3
4
ω2

0 − ω2
)

+ 4(ω2
0 − ω2)

)
+ (ω2

0 − ω2)2 +
1
4
ω2ω2

b = 0

ξ : R2
u

 ω2
0

2r2
(ω2

0 − ω2) +R2
u

1
4r4

(
3
4
ω2

0 − ω2
) (

1
4
ω2

0 + ω2
) + (ω2

0 − ω2)2 +
1
4
ω2ω2

b = 0

Hranice stability semi-triviálnı́ho řešenı́:
(a) kolmo k rovině (xz) - hranice stability ζ; (b) v rovině (xz) - hranice stability ξ.
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video
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4. POST-KRITICKÁ ODEZVA
V REZONANČNÍ OBLASTI

4.1. Simulace - numerický výpočet

• Fourierova transformace numerického řešenı́ ukazuje,
že řešenı́ obsahuje pouze frekvenci odpovı́dajı́cı́ frek-
venci buzenı́ ω v celé rezonančnı́ oblasti.

• Podle obrázku (e) je možné očekávat stacionárnı́ ře-
šenı́ i v rezonančnı́ oblasti.

Uvažujme obecnějšı́ tvar řešenı́:

ξ(t) = ac(t) cosωt+ as(t) sinωt
ζ(t) = bc(t) cosωt+ bs(t) sinωt

pro 4 neznámé ac, as, bc, bs namı́sto 2 ξ, ζ můžeme
definovat 2 dalšı́ podmı́nky:

ξ̇(t) = −acω sinωt+ asω cosωt
ζ̇(t) = −bcω sinωt+ bsω cosωt

kde ac = ac(t), as = as(t), bc = bc(t), bs = bs(t).
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Diferenciálnı́ soustava pro amplitudy ac = ac(t), as = as(t), bc = bc(t), bs = bs(t):

ω


−2acas, 4r2 + 3a2c + a2s, −asbc − acbs, 3acbc + asbs
−4r2 − a2c − 3a2s, 2acas, −acbc − 3asbs, asbc + acbs
−asbc − acbs, 3acbc + asbs, −2bcbs, 4r2 + 3b2c + b2s
−acbc − 3asbs, asbc + acbs, −4r2 − b2c − 3b2s, 2bcbs



ȧc

ȧs

ḃc
ḃs

 =

= −1
2


ac
(
8Ω2r2 +

(
a2c + a2s + b2c

)
Ω1 + b2sΩ3

)
+ 2as

(
2βωr2 + bcbsΩ4

)
8ω2a0r2 + as

(
8Ω2r2 +

(
a2c + a2s + b2s

)
Ω1 + b2cΩ3

)
− 2ac

(
2βωr2 − bcbsΩ4

)
bc
(
8Ω2r2 +

(
a2c + b2c + b2s

)
Ω1 + a2sΩ3

)
+ 2bs

(
2βωr2 + acasΩ4

)
bs
(
8Ω2r2 +

(
a2s + b2c + b2s

)
Ω1 + a2cΩ3

)
− 2bc

(
2βωr2 − acasΩ4

)
 ,

označenı́:
Ω1 = 3ω20 − 4ω2 , Ω2 = ω20 − ω2 , Ω3 = ω20 + 4ω2 , Ω4 = ω20 − 4ω2 .

budeme řešit numericky
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Numerický výpočet amplitud v rezonančnı́ oblasti
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4.2. Stacionárnı́ řešenı́ v rezonančnı́ oblasti - limitnı́ cykly
lim
t→∞

ac, as, bc, bs = const. ⇒ lim
t→∞

ȧc, ȧs, ḃc, ḃs = 0
tzn. pravá strana výše uvedené soustavy musı́ být nulová:

ac · (8Ω2r2 +R2AΩ1) + 2bsS2AΩ4 + 4asωbωr
2 = 0

as · (8Ω2r2 +R2AΩ1) − 2bcS2AΩ4 − 4acωbωr
2 = −8ω2a0r2

bc · (8Ω2r2 +R2AΩ1) − 2asS
2
AΩ4 + 4bsωbωr

2 = 0
bs · (8Ω2r2 +R2AΩ1) + 2acS

2
AΩ4 − 4bcωbωr

2 = 0

R2A = a2c + a2s + b2c + b2s > 0 ; S2A = asbc − acbs

R2A ... ”(zobecněná) amplituda”, S2A ... ”(zobecněná) fáze”

R2
A · [(8Ω2r

2 +R2
AΩ1)2 + 4S4

AΩ2
4 + 16ω2

bω
2r4]−

−8S4
A(8Ω2r

2 +R2
AΩ1)Ω4 = 64ω4a2

or
4

S2
A · [2R2

A(8Ω2r
2 +R2

AΩ1)ω4−
−(8Ω2r

2 +R2
AΩ1)2 − 16ω2

bω
2r4 − 4S4

AΩ2
4] = 0

(i) S2A = 0
bud’jsou vektory [ac, as], [bc, bs] kolineárnı́⇒ ξ(t)/ζ(t) = const
anebo ζ = 0

(ii) S2A 6= 0

(8Ω2r
2 +R2

AΩ1)[(R
2
Aω

2
o + 4Ω2r

2)2 + 4ω2
bω

2r4] = 8Ω4ω
4a2
or

4
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R2A, S
2
A - amplituda a fázový posuv;

spojitá čára - stabilnı́, čárkovaná čára - nestabilnı́;
(rc), (sl) - rezonančnı́ křivka, ζ hranice stability;
B1, B2 - bifurkačnı́ body; B1 ≡ c1, e1, B2 ≡ e2;
es - minimum hranice stability ζ , průsečı́k (rc) a R2A.

Tvar přı́slušných
limitnı́ch cyklů
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4.3. Shrnutı́

2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5

0

0.5

1

1.5

2

amplituda

ω

lineárnı́ rezonančnı́ křivka
limit stability ξ
limit stability ζ
”amplituda” limitnı́ho cyklu
”fáze” limitnı́ho cyklu
amplituda

√
ξ2 + ζ2 numericky

amplituda ζ numericky
amplituda ξ numericky
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5. Numerické počı́tánı́ ”rezonančnı́ch” křivek

2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5

0.5

1

1.5

2

amplituda

ω

amplituda
√
ξ2 + ζ2 numericky

amplituda ζ numericky
amplituda ξ numericky

Rezonančnı́ křivka:
— Klasický výpočet: řešenı́ rovnice pro jednot-
livé frekvence pravé strany.
— Každý zobrazený bod je maximum řešenı́
ustáleného na nějakém intervalu.
Problémy:
— Pro nestacionárnı́ řešenı́ (žlutá oblast) rezo-
nančnı́ křivka nemá smysl.
— Klasický výpočet je pomalý. Jak urychlit?
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Rezonančnı́ křivka Duffingovy rovnice

Přı́klad hezké numericky spočtené rezonančnı́ křivky — Duffingova rovnice

γ′′[t] + 0.1γ′[t] + 2γ[t]3 + γ[t] = 0.1 sinωt

pro ω ∈ (0, 2).

0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6
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6. ZÁVĚR

1. Efektivita kyvadla jako dynamického tlumiče kmitánı́ je silně závislá na existenci semi-
triviálnı́ho řešenı́. Z toho důvodu se zkoumala stabilita pohybu kyvadla ve svislé rovině
xz.

2. Existujı́ dva typy ztráty stability pohybu vzhledem ke svislé rovině: ζ stabilita - pohyb
kolmo k rovině (xz); ξ stabilita - pohyb v rovině (xz).

3. Při projı́žděnı́ rezonančnı́ oblastı́ se potkáme s ledasčı́m: řešenı́ má charakter semi-
triviálnı́, deterministický stacionárnı́ i nestacionárnı́, kvazi-periodický, chaotický.

4. Projı́ždı́me-li rezonančnı́ oblasti, narazı́me na dva typy limitnı́ch cyklů (stacionárnı́
řešenı́).

5. Poměr amplitudy buzenı́ a faktoru útlumu by neměl přesáhnout jistou hranici, aby se
zabránilo vzniku prostorového pohybu a tı́m se zajistila dokonalá funkce tlumiče.
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