
Primárńı metoda vniťrńıch bod̊u pro zobecněné
minimaxové funkce

Definice 1 Řekneme, že F : Rn → R je zobecněnou minimaxovou

funkćı, jestlǐze

F(x) = h(F1(x), . . . , Fm(x)), Fi(x) = max
1≤j≤ni

fij(x), 1 ≤ i ≤ m,

kde h : Rm → R and fij : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, jsou hladké

funkce splńuj́ıćı tyto p̌redpoklady.

Předpoklad 1. Funkce Fi(x), 1 ≤ i ≤ m, jsou zdola ohraničené na

Rn: existuj́ı č́ısla F i ∈ R taková, že Fi(x) ≥ Fi, 1 ≤ i ≤ m, pro všechna

x ∈ Rn.



Předpoklad 2. Funkce h(z) je dvakrát spojitě diferencovatelná, kon-

vexńı a plat́ı

∂h(z)/∂zi ≥ hi > 0, 1 ≤ i ≤ m, (1)

pro všechna z ∈ Z = {z ∈ Rm : zi ≥ Fi, 1 ≤ i ≤ m} (vektor z ∈ Rm

nazveme minimaxovým vektorem).

Předpoklad 3. Funkce fij(x), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, jsou dvakrát

spojitě diferencovatelné na konvexńım obalu množiny

L(F ) = {x ∈ Rn : Fi(x) ≤ F, 1 ≤ i ≤ m}
pro dostatečně velkou horńı mez F a maj́ı omezené prvńı a druhé

derivace na convL(F ): existuj́ı č́ısla g a G taková, že ‖∇fij(x)‖ ≤ g,

‖∇2fij(x)‖ ≤ G, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, pro všechna x ∈ convL(F).



Minimalizace funkce F(x) je ekvivalentńı úloze nelineárńıho programováńı:

minimalizovat funkci

h(z1, . . . , zm)

s omezeńımi

fij(x) ≤ zi, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni

(podḿınky ∂h(z)/∂zi ≥ hi > 0, 1 ≤ i ≤ m, pro z ∈ Z postačuj́ı k

tomu, aby platilo zi = Fi(x), 1 ≤ i ≤ m, v bodě minima). Nutné a

postačuj́ıćı (KKT) podḿınky pro řešeńı této úlohy maj́ı tvar

m∑
i=1

ni∑
j=1

uij∇fij(x) = 0,
ni∑

j=1

uij =
∂h(z)

∂zi
,

uij ≥ 0, zi − fij(x) ≥ 0, uij(zi − fij(x)) = 0, 1 ≤ j ≤ ni,

kde uij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, jsou Lagrangeovy multiplikátory.



Úlohu nelineárńıho programováńı můžeme řešit primárńı metodou
vniťrńıch bodů. V tomto p̌ŕıpadě aplikujene minimalizačńı Newtonovu
metodu na posloupnost barierových funkćı

Bµ(x, z) = h(z) + µ
m∑

i=1

ni∑
j=1

ϕ(zi − fij(x)),

p̌ričemž 0 < µ ≤ µ a µ → 0, kde ϕ : (0,∞) → R je bariéra splňuj́ıćı
tyto podḿınky.

Podḿınka 1. ϕ(t), t ∈ (0,∞), je dvakrát spojitě diferencovatelná
funkce taková, že ϕ(t) je klesaj́ıćı, ryze konvexńı, limt→0 ϕ(t) = ∞
a ϕ′(t) je rostoućı, ryze konkávńı, limt→∞ ϕ′(t) = 0. Součin tϕ′(t) je
omezený.

Podḿınka 2. ϕ(t), t ∈ (0,∞), je zdola ohraničená: existuje č́ıslo
ϕ ≤ 0 takové, že ϕ(t) ≥ ϕ pro všechna t ∈ (0,∞).



Nejčastěji se použ́ıvaná logaritmická bariéra ϕ(t) = log t−1 = − log t

splňuje Podḿınku 1, ale nesplňuje Podḿınku 2, nebot’ log t → ∞ pro

t → ∞. Z tohoto důvodu byly navrženy daľśı bariéry, nap̌ŕıklad

ϕ(t) = log(t−1 + 1), t ∈ (0,∞),

která je kladná (ϕ = 0), nebo

ϕ(t) = − log t, 0 < t ≤ 1,

ϕ(t) = −(t−1 − 4 t−1/2 + 3), t > 1,

která je zdola omezená (ϕ = −3). Obě tyto bariéry splňuj́ı Podḿınku 1

i Podḿınku 2.



Iteračńı určováńı minimaxového vektoru

Nutné KKT podḿınky pro extrém bariérové funkce maj́ı tvar

∇xBµ(x, z) = −
m∑

i=1

ni∑
j=1

Aij(x)ϕ
′(zi − fij(x)) = 0

a

∂Bµ(x, z)

∂zi
= hi(z) +

ni∑
j=1

ϕ′(zi − fij(x)) = 0, 1 ≤ i ≤ m,

kde hi(z) = ∂h(z)/∂zi, 1 ≤ i ≤ m. K řešeńı této soustavy n+m rovnic

použijeme Newtonovu metodu, jej́ı̌z iteračńı krok lze zapsat ve tvaru



⎡
⎢⎣

W(x, z) −A1(x)v1(x, z) . . . −Am(x)vm(x, z)
−vT

1 (x, z)AT
1(x) h11(z) + eT

1v1(x, z) . . . h1m(z)
. . . . . . . . . . . .

−vT
m(x, z)AT

m(x) hm1(z) . . . hmm(z) + eT
mvm(x, z)

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣

∆x
∆z1

. . .
∆zm

⎤
⎥⎦

= −

⎡
⎢⎣
∑m

i=1 Ai(x)ui(x, z)
h1(z) − eT

1u1(x, z)
. . .

hm(z) − eT
mum(x, z)

⎤
⎥⎦ ,

kde

W (x, z) =
m∑

i=1

ni∑
j=1

Gij(x)uij(x, z) +
m∑

i=1

ni∑
j=1

Aij(x)vij(x, z)AT
ij(x),



uij(x, z) = −µϕ′(zi − fij(x)), vij(x, z) = µϕ′′(zi − fij(x)),

hij(z) =
∂2h(z)

∂zi∂zj
, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni

a kde Ai(x) = [Ai1(x), . . . , Aini
(x)],

ui(x, z) =

⎡
⎢⎣

ui1(x, z)

. . .

uini
(x, z)

⎤
⎥⎦ , vi(x, z) =

⎡
⎢⎣

vi1(x, z)

. . .

vini
(x, z)

⎤
⎥⎦ , ei =

⎡
⎢⎣

1

. . .

1

⎤
⎥⎦ .

Můžeme se o tom p̌resvědčit derivováńım KKT podḿınek podle

vektor̊u x a z.



Polož́ıme-li ještě

C(x, z) = [A1(x)v1(x, z), . . . , Am(x)vm(x, z)],

g(x, z) =
m∑

i=1

Ai(x)ui(x, z),

∆z =

⎡
⎢⎣

∆z1
. . .

∆zm

⎤
⎥⎦ , c(x, z) =

⎡
⎢⎣

h1(z) − eT
1u1(x, z)

. . .

hm(z) − eT
mum(x, z)

⎤
⎥⎦ ,

H(z) = ∇2h(z), V (x, z) = diag(eT
1v1(x, z), . . . , eT

mvm(x, z)),

můžeme Newtonovu soustavu zapsat ve tvaru[
W (x, z) −C(x, z)

−CT(x, z) H(z) + V (x, z)

] [
∆x

∆z

]
= −

[
g(x, z)

c(x, z)

]
.



Budeme p̌redpokládat, že úloha je rozsáhlá (počet proměnných n je
velký) a rozložitelná (funkce fij(x), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, závisej́ı na
malém počtu proměnných). Budeme vyšeťrovat dva p̌ŕıpady. Je-li m

malé (u minimaxových úloh je m = 1), využijeme toho, že

[
W −C

−CT H + V

]−1

=

[
W−1 − W−1C(CTW−1C − H − V )−1CTW−1 −W−1C(CTW−1C − H − V )−1

−(CTW−1C − H − V )−1CTW−1 −(CTW−1C − H − V )−1

]
.

Řešeńı pak urč́ıme podle vzorc̊u

∆z = (CTW−1C − H − V )−1(CTW−1g + c),

∆x = W−1(C∆z − g).

Je p̌ritom ťreba rozložit velkou ř́ıdkou matici W řádu n a malou
hustou matici CTW−1C − H − V řádu m.



Ve druhém p̌ŕıpadě p̌redpokládáme, že č́ısla ni, 1 ≤ i ≤ m, jsou malá
a matice H(z) je diagonálńı (jako u součtu absolutńıch hodnot).
Označ́ıme-li D = H(z) + V (x, z), je matice

C(x, z)D−1(x, z)CT (x, z) = C(x, z)(H(z) + V (x, z))−1CT(x, z)

ř́ıdká a lze využ́ıt toho, že [
W −C

−CT D

]−1

=

[
(W − CD−1CT)−1 (W − CD−1CT)−1CD−1

D−1CT(W − CD−1CT)−1 D−1 + D−1CT(W − CD−1CT)−1CD−1

]
.

Řešeńı urč́ıme podle vzorc̊u

∆x = −(W − CD−1CT )−1(g + CD−1c),

∆z = D−1(CT∆x − c).

Je p̌ritom ťreba rozložit velkou ř́ıdkou matici W − CD−1CT řádu n.
Inverze diagonálńı matice D řádu m nečińı pot́ı̌ze.



V každém kroku primárńı metody vniťrńıch bodů s iteračńım určová-

ńım minimaxového vektoru známe hodnotu parametru µ a vektory

x ∈ Rn, z ∈ Rm, p̌ričemž zi > Fi(x), 1 ≤ i ≤ m. Řešeńım Newtonovy

soustavy urč́ıme směrové vektory ∆x, ∆z a vybereme délku kroku α

tak, aby platilo

Bµ(x + α∆x, z + α∆z) < Bµ(x, z)

a z+
i > Fi(x

+), 1 ≤ i ≤ m. Nakonec polož́ıme x+ = x + α∆x, z+ =

z + α∆z a urč́ıme novou hodnotu µ+ < µ.

K tomu, aby pro dostatečně malé hodnoty α platila uvedená nerovnost,

stač́ı, aby matice Newtonovy soustavy byla pozitivně definitńı.

Věta 1 Necht’ matice G =
∑m

i=1
∑ni

j=1 Gijuij je pozitivně definitńı.

Pak matice Newtonovy soustavy je pozitivně definitńı.



Př́ımé určováńı minimaxového vektoru

Minimalizaci bariérové funkce můžeme chápat jako dvojúrovňovou

optimalizaci

z(x) = argmin
z∈Z

Bµ(x, z),

x = arg min
x∈Rn

B(x;µ), B(x;µ)
∆
= Bµ(x, z(x)),

kde Z je množina použitá v Předpokladu 2. Prvńı rovnice slouž́ı k

určeńı optimálńıho vektoru z(x) ∈ Rm, p̌ŕıslušného danému vektoru

x ∈ Rn. Funkce Bµ(x, z) je pro daný vektor x ryze konvexńı funkćı

vektoru z, nebot’ je součtem konvexńı funkce h(z) a ryze konvexńıch

funkćı µϕ(zi − fij(x)), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni. Jej́ı minimum je

jakožto stacionárńı bod jednoznačně určeno KKT podḿınkami. Pro

logaritmickou bariérovou funkci plat́ı tato věta.



Věta 2 Soustava nelineárńıch rovnic

hi(z) −
ni∑

j=1

µ

zi − fij(x)
= 0, hi(z) =

∂h(z)

∂zi
, 1 ≤ i ≤ m,

má pro pevné x ∈ Rn jednoznačné řešeńı z(x;µ) ∈ Z ⊂ Rm takové,

že

Fi(x) < zi ≤ zi(x;µ) ≤ zi, 1 ≤ i ≤ m,

kde

zi = Fi(x) + µ/hi, zi = Fi(x) + niµ/hi,

a kde hi > 0 jsou meze použité v Předpokladu 2 a hi = hi(z1, . . . , zm).



Podobný výsledek lze źıskat i pro jiné bariéry. Pro bariéru

ϕ(t) = log(t−1 + 1)

dostaneme rovnice

hi(z) −
ni∑

j=1

µ

(zi − fij(x))(zi − fij(x) + 1)
= 0, 1 ≤ i ≤ m,

a v nerovnostech pro zi(x;µ) vystupuj́ı meze

zi = Fi(x) +
2µ/hi

1 +
√

1 + 4µ/hi

, zi = Fi(x) +
2niµ/hi

1 +
√

1 + 4niµ/hi

,



Soustavu nelineárńıch rovnic lze řešit Newtonovou metodou odstar-

tovanou nap̌ŕıklad z bodu z takového, že zi = zi, 1 ≤ i ≤ m. Je-li

Hessova matice funkce h(z) diagonálńı, rozpadne se tato soustava na

m skalárńıch rovnic, které lze řešit účinnými a robustńımi metodami.

Uḿıme-li naj́ıt řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic pro libovolný vek-

tor x ∈ Rn, můžeme se omezit na nepodḿıněnou minimalizaci funkce

B(x;µ) = Bµ(x, z(x)), která má n proměnných. Je p̌ritom účelné znát

gradient a Hessovu matici funkce B(x;µ).



Věta 3 Plat́ı

∇B(x;µ) =
m∑

i=1

Ai(x)ui(x),

∇2B(x;µ) = W (x, z(x)) − C(x, z(x))D(x, z(x))−1CT (x, z(x)),

kde W (x, z(x)), C(x, z(x)), H(z(x)), V (x, z(x)) jsou matice zavedené
v p̌redchoźım odd́ılu a D(x, z(x)) = H(z(x))+V (x, z(x)). Je-li matice
H(z(x)) diagonálńı, můžeme Hessovu matici vyjáďrit ve tvaru

∇2B(x;µ) = G(x, z(x)) +
m∑

i=1

Ai(x)Vi(x, z(x))AT
i (x)

−
m∑

i=1

Ai(x)Vi(x, z(x))eie
T
i Vi(x, z(x))AT

i (x)

∂2h(z(x))/∂z2
i + eT

i Vi(x, z(x))ei
,

kde Ai(x), Vi(x, z(x)), 1 ≤ i ≤ m, a G(x, z(x)) jsou matice zavedené
v p̌redchoźım odd́ılu.



K určeńı inverze Hessovy matice můžeme také použ́ıt výraz źıskaný

rozkladem Newtonovy soustavy z p̌redchoźıho odd́ılu, což po dosazeńı

c(x, z(x)) = 0 dává

(∇2Bµ(x))
−1 = W(x, z(x))−1 − W(x, z(x))−1C(x, z(x))(

CT(x, z(x))W−1(x, z(x))C(x, z(x)) − H(z(x)) − V (x, z(x))
)−1

CT(x, z(x))W(x, z(x))−1.

Pokud p̌resnost řešeńı nelineárńı soustavy rovnic neńı dostatečná,

použ́ıváme ḿısto Hessovy matice nebo jej́ı inverze raději Newtonovu

soustavu z p̌redchoźıho odd́ılu, kam dosad́ıme skutečnou hodnotu

c(x, z(x)) 
= 0.



V každém kroku primárńı metody vniťrńıch bodů s p̌ŕımým určováńım

minimaxového vektoru známe hodnotu parametru µ a vektor x ∈ Rn.

Řešeńım soustavy nelineárńıch rovnic urč́ıme vektor z(x). Použit́ım

Hessovy matice nebo jej́ı inverze urč́ıme směrový vektor ∆x a vy-

bereme délku kroku α tak, aby platilo

Bµ(x + α∆x, z(x + α∆x)) < Bµ(x, z(x))

(vektor z(x+α∆x) určujeme řešeńım nelineárńı soustavy, ve které x

nahrazujeme x + α∆x). Nakonec polož́ıme x+ = x + α∆x a urč́ıme

novou hodnotu µ+ < µ. Podḿınky pro spádovost směrového vek-

toru ∆x jsou stejné jako ve větě 1. Stač́ı, když matice G(x, z(x)) je

pozitivně definitńı.



Poṕı̌seme algoritmus, kde se směrový vektor určuje tak, aby platilo

−gTd ≥ ε0‖g‖‖d‖, c‖g‖ ≤ ‖d‖ ≤ c‖g‖
(stejnoměrná spádovost), kde g = A(x)u(x;µ).

Algoritmus 1.

Data: Přesnost KKT podḿınek ε > 0, p̌resnost řešeńı nelineárńıch

rovnic δ > 0, meze pro bariérový parametr 0 < µ < µ,

rychlost zmenšováńı bariérového parametru 0 < λ < 1,

parametry pro restart 0 < c < c a ε0 > 0, parametr pro

výběr délky kroku ε1 > 0, rychlost zmenšováńı délky kroku

0 < β < 1, maximálńı délka kroku ∆ > 0, způsob určeńı

směrového vektoru D (D = 1 nebo D = 2).

Vstup: Struktura ř́ıdkosti matice A(x). Počátečńı odhad vektoru x.



Krok 1: Inicializace. Polož́ıme µ = µ. Pokud D = 1, urč́ıme struk-

turu ř́ıdkosti matice W = W (x;µ) ze struktury ř́ıdkosti mat-

ice A(x) a provedeme symbolický rozklad matice W . Pokud

D = 2, urč́ıme strukturu ř́ıdkosti matic W = W (x;µ) a

C = C(x;µ) ze struktury ř́ıdkosti matice A(x) a provedeme

symbolický rozklad matice W − CD−1CT . Vypočteme hod-

noty fij(x), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, Fi(x) = max1≤j≤ni
fij(x),

1 ≤ i ≤ m, a F(x) = h(F1(x), . . . , Fm(x)). Polož́ıme k := 0

(index iterace) a r := 0 (indikátor restartu).

Krok 2: Ukončeńı výpočtu. Řešeńım soustavy nelineárńıch rovnic s

p̌resnost́ı δ urč́ıme vektory z(x;µ) a u(x;µ). Vypočteme

matici A := A(x) a vektor g := g(x;µ) = A(x)u(x;µ). Pokud

µ ≤ µ a ‖g‖ ≤ ε, ukopnč́ıme výpočet. V opačném p̌ŕıpadě

polož́ıme k := k + 1.



Krok 3: Aproximace Hessovy matice. Polož́ıme G = G(x;µ) nebo

vypočteme aproximaci G Hessovy matice G(x;µ) pomoćı

diferenćı gradient̊u nebo pomoćı kvazinewtonovských aktu-

alizaćı.

Krok 4: Určeńı směrového vektoru. Pokud D = 1, urč́ıme vektor

d = ∆x pomoćı inverzńı Hessovy matice použit́ım Gillova-

Murrayova rozkladu matice W . Pokud D = 2, urč́ıme vektor

d = ∆x pomoćı Hessovy matice použit́ım Gillova-Murrayova

rozkladu matice W − CD−1CT .

Krok 5: Restart. Pokud r = 0 a neńı-li směrový vektor stejnoměrně

spádový, urč́ıme pozitivně definitńı diagonálńı matici D̃,

polož́ıme G = D̃, r := 1 a p̌rejdeme na Krok 4. Pokud r = 1

a neńı-li směrový vektor stejnoměrně spádový, polož́ıme

d := −g (směr nejvěťśıho spádu). Polož́ıme r := 0.



Krok 6: Výběr délky kroku. Urč́ıme počátečńı délku kroku α =

min(1,∆/‖d‖). Najdeme nejmenš́ı p̌rirozené č́ıslo l ≥ 0

takové, že B(x + βlαd;µ) ≤ B(x;µ) + ε1βlαgTd (soustava

nelineárńıch rovnic muśı být řešena pro každý bod x+βjαd,

0 ≤ j ≤ l). Polož́ıme x := x + βlαd. Vypočteme hodnoty

fij(x), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, Fi(x) = max1≤j≤ni
fij(x),

1 ≤ i ≤ m, a F(x) = h(F1(x), . . . , Fm(x)).

Krok 7: Aktualizace bariérového parametru. Urč́ıme novou hodnotu

bariérového parametru µ ≥ µ pomoćı Procedury A nebo

Procedury B. Přejdeme na Krok 2.



Procedura A.

Fáze 1: Pokud ‖g(xk;µk)‖ ≥ g, polož́ıme µk+1 = µk (bariérový

parametr se neměńı).

Fáze 2: Pokud ‖g(xk;µk)‖ < g, polož́ıme

µk+1 = max
(
µ̃k+1, µ, 10 εM |F(xk+1)|

)
,

kde F(xk+1) = h
(
F1(xk+1), . . . , Fm(xk+1)

)
, εM je strojová

p̌resnost, a

µ̃k+1 = min

[
max

(
λµk,

µk

σµk + 1

)
,max(‖g(xk;µk)‖2, 10−2k)

]
.

Použ́ıvaj́ı se hodnoty µ = 10−10, λ = 0.85, a σ = 100.



Procedura B.

Fáze 1: Pokud ‖g(xk;µk)‖2 ≥ ρµk, polož́ıme µk+1 = µk (bariérový

parametr se neměńı).

Fáze 2: Pokud ‖g(xk;µk)‖2 < ρµk, polož́ıme

µk+1 = max(µ, ‖gk(xk;µk)‖2).
Použ́ıvaj́ı se hodnoty µ = 10−10 a ρ = 0.1.



Globálńı konvergence pro omezené bariéry

Nejprve budeme p̌redpokládat, že funkce ϕ(t) je zdola omezená,
δ = ε = µ = 0 a všechna vyč́ısleńı jsou p̌resná. Budeme vyšeťrovat
nekonečné posloupnosti {xk}∞1 generované Algoritmem 1.

Lemma 1 Necht’ jsou splněny Předpoklady 1–2 a Podḿınky 1–2.
Necht’ {xk}∞1 a {µk}∞1 jsou posloupnosti generované Algoritmem 1.
Pak posloupnosti {B(xk;µk)}∞1 , {z(xk;µk)}∞1 , a {F(xk)}∞1 jsou ome-
zené. Nav́ıc existuje č́ıslo L ≥ 0 takové, že

B(xk+1;µk+1) ≤ B(xk+1;µk) + L(µk − µk+1) ∀k ∈ N.

Lemma 2 Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Lematu 1 a Předpoklad 3.
Pak hodnoty {µk}∞1 , generované Algoritmem 1 tvǒŕı nerostoućı po-
sloupnost takovou, že µk → 0.



Věta 4. Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Lematu 1 a Předpoklad 3.
Uvažujme posloupnost {xk}∞1 generovanou Algoritmem 1 (kde δ =
ε = µ = 0). Pak

lim
k→∞

m∑
i=1

ni∑
j=1

uij(xk;µk)∇fij(xk) = 0,
ni∑

j=1

uij(xk;µk) = hi(z(xk;µk)),

uij(xk;µk) ≥ 0, zi(xk;µk) − fij(xk) ≥ 0,

lim
k→∞

uij(xk;µk)(zi(xk;µk) − fij(xk)) = 0

pro 1 ≤ i ≤ m a 1 ≤ j ≤ ni.

Důsledek 1. Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Věty 4. Pak každý
hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti {xk}∞1 spňuje KKT podḿınky
p̊uvodńı úlohy, kde z a u (s prvky zi a uij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni) jsou
hromadné body posloupnost́ı {z(xk;µk)}∞1 a {u(xk;µk)}∞1 .



Věta 5. Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Lematu 1 a Předpoklad 3.

Uvažujme posloupnost {xk}∞1 generovanou Algoritmem 1. Potom,

zvoĺıme-li δ > 0, ε > 0, µ > 0 libovolně, existuje index k ≥ 1 takový,

že

‖g(xk;µk)‖ ≤ ε, |hi(z(xk;µk)) −
ni∑

j=1

uij(xk;µk)| ≤ δ,

uij(xk;µk) ≥ 0, zi(xk;µk) − fij(xk) ≥ 0,

uij(xk;µk)(zi(xk;µk) − fij(xk)) ≤ c µ

pro 1 ≤ i ≤ m a 1 ≤ j ≤ ni (poznamenejme, že c = 1 pro všechny

bariérové funkce zḿıněné v tomto p̌ŕıspěvku).



Globálńı konvergence pro logaritmickou bariéru

Nejprve budeme p̌redpokládat, že ϕ(t) = − log(t), δ = ε = µ = 0
a všechna vyč́ısleńı jsou p̌resná. Budeme vyšeťrovat nekonečné po-
sloupnosti {xk}∞1 generované Algoritmem 1.

Lemma 3 Necht’ jsou splněny Předpoklady 2 a 4, ϕ(t) = − log t a
Hessova matice ∇2h(z) je diagonálńı. Necht’ {xk}∞1 a {µk}∞1 jsou po-
sloupnosti generované Algoritmem 1. Pak posloupnosti {B(xk;µk)}∞1 ,
{z(xk;µk)}∞1 , a {F(xk)}∞1 jsou omezené. Nav́ıc existuje č́ıslo L ≥ 0
takové, že

B(xk+1;µk+1) ≤ B(xk+1;µk) + L(µk − µk+1) ∀k ∈ N.

Lemma 4 Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Lematu 3 a Předpoklad 3.
Pak hodnoty {µk}∞1 , generované Algoritmem 1 tvǒŕı nerostoućı po-
sloupnost takovou, že µk → 0.



Věta 6. Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Lematu 3 a Předpoklad 3.
Uvažujme posloupnost {xk}∞1 generovanou Algoritmem 1 (kde δ =
ε = µ = 0). Pak

lim
k→∞

m∑
i=1

ni∑
j=1

uij(xk;µk)∇fij(xk) = 0,
ni∑

j=1

uij(xk;µk) = hi(z(xk;µk)),

uij(xk;µk) ≥ 0, zi(xk;µk) − fij(xk) ≥ 0,

lim
k→∞

uij(xk;µk)(zi(xk;µk) − fij(xk)) = 0

pro 1 ≤ i ≤ m a 1 ≤ j ≤ ni.

Důsledek 2. Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Věty 6. Pak každý
hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti {xk}∞1 spňuje KKT podḿınky
p̊uvodńı úlohy, kde z a u (s prvky zi a uij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni) jsou
hromadné body posloupnost́ı {z(xk;µk)}∞1 a {u(xk;µk)}∞1 .



Věta 7. Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Lematu 3 a Předpoklad 3.

Uvažujme posloupnost {xk}∞1 generovanou Algoritmem 1. Potom,

zvoĺıme-li δ > 0, ε > 0, µ > 0 libovolně, existuje index k ≥ 1 takový,

že

‖g(xk;µk)‖ ≤ ε, |hi(z(xk;µk)) −
ni∑

j=1

uij(xk;µk)| ≤ δ,

uij(xk;µk) ≥ 0, zi(xk;µk) − fij(xk) ≥ 0,

uij(xk;µk)(zi(xk;µk) − fij(xk)) ≤ µ

pro 1 ≤ i ≤ m a 1 ≤ j ≤ ni.



Speciálńı p̌ŕıpady a numerické výsledky

Nejjednoduš̌śı zobecněnou minimaxovou funkćı je součet

F(x) =
m∑

i=1

Fi(x) =
m∑

i=1

max
1≤j≤ni

fij(x).

V tomto p̌ŕıpadě ∂h(z)/∂zi = 1, 1 ≤ i ≤ m, pro libovolný vektor z

a matice H(z) je diagonálńı. Nelineárńı soustava rovnic se rozpadne

na m skalárńıch rovnic

1 −
ni∑

j=1

µ

zi − fij(x)
= 0, 1 ≤ i ≤ m,

jejichž řešeńı lež́ı v intervalech

Fi(x) + µ ≤ zi(x) ≤ Fi(x) + niµ, 1 ≤ i ≤ m.

Pro m = 1 dostaneme klasickou minimaxovou úlohu.



K testováńı byla použita sb́ırka 22 testovaćıch problémů (Test 14).

Zdrojové texty jsou uḿıstěny na www.cs.cas.cz/~luksan/test.html.

Porovnávané metody: P1–logaritmická bariéra, P2–kladná bariéra,

P3–omezená bariéra, SM–zhlazovaćı metoda, DI–primárně duálńı

metoda.

Metoda NIT NFV NFG NR NL NF NT Čas

P1-NM 1675 3735 11109 327 - - 4 1.92
P2-NM 2018 6221 12674 605 - - 7 2.09
P3-NM 1777 3989 11596 379 1 - 7 2.11
SM-NM 4123 12405 32451 823 - - 7 9.64
DI-NM 1771 3732 17952 90 1 - 10 6.34
P1-VM 1615 2429 1637 - - - 1 1.05
P2-VM 2116 3549 2138 2 - - 3 1.47
P3-VM 1985 3208 2007 1 - - 3 1.27
SM-VM 7244 21008 7266 - 1 - 8 9.09
DI-VM 1790 3925 1790 5 1 - 9 4.59

Tabulka 1. Test 14: minimax s 200 proměnnými



Jestlǐze ni = 2, 1 ≤ i ≤ m, jsou nelineárńı rovnice kvadratické a jejich

řešeńı má tvar

zi(x) = µ +
fi1(x) + fi2(x)

2
+

√√√√µ2 +

(
fi1(x) − fi2(x)

2

)2

, 1 ≤ i ≤ m.

Tento vzorec lze použ́ıt v p̌ŕıpadě, že funkce h : Rm → R obsahuje

absolutńı hodnoty Fi(x) = |fi(x)| = max(fi(x),−fi(x)). Pak plat́ı

fi1(x) = fi(x) a fi2(x) = −fi(x), takže

zi(x) = µ +
√

µ2 + f2
i (x), 1 ≤ i ≤ m.



K testováńı byla použita sb́ırka 22 testovaćıch problémů (Test 14).

Zdrojové texty jsou uḿıstěny na www.cs.cas.cz/~luksan/test.html.

Porovnávané metody: PT–logaritmická bariéra a ”trust-region” rea-

lizace, PL–logaritmická bariéra a ”line-search” realizace, DI–primárně

duálńı metoda, BM–svazková metoda s proměnnou metrikou.

Metoda NIT NFV NFG NR NL NF NT Čas

PT-NM 3014 3518 27404 1 - - 4 4.66
PL-NM 2651 12819 22932 3 1 - 6 5.24
DI-NM 5002 7229 42462 328 1 - 13 33.52
PT-VM 3030 3234 3051 - - 1 1 1.44
PL-VM 2699 3850 2721 - - 1 2 1.42
DI-VM 7138 14719 14719 9 2 - 9 86.18
BM-VM 34079 34111 34111 22 1 1 11 25.72

Tabulka 2. Test 14: součet absolutńıch hodnot s 200 proměnnými


