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1. Úvod

Budeme se zabývat řešeńım soustav lineárńıch algebraických

rovnic tvaru

A~x = ~b.

Tyto soustavy jsou generovány p̌ri diskretizaci okrajové úlohy

s počátečńımi podḿınkami pro parciálńı diferenciálńı rovnici s ne-

známými funkcemi rychlost́ı a tlaku užit́ım metody konečných

prvk̊u.
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2. Vlastnosti matic

• plné, čtvercové, řádu n ∼ 101 − 102,

• symetrické a pozitivně definitńı (nejedná se ale o M-matice),

• nejsou diagonálně dominantńı,

• s č́ıslem podḿıněnosti κ ∼ 103,

• prvky matic jsou ve dvou ťŕıdách velikosti:

velké prvky jsou řádově ∼ 108, dále ťŕıda B,

malé prvky jsou řádově ∼ 10−8, dále ťŕıda S,

• matice, v ńı̌z ponecháme pouze prvky ťŕıdy B, je regulárńı.
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3. Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

3.1. Gaussovou eliminaćı s částečnou pivotaćı.

Standartńı algoritmy ve FORTRANu 99

(REAL*4, REAL*8, REAL*16),

algoritmy ve dvojné aritmetice dostupné v MATLABu

(operace \ a LU rozklad).
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3.2. Metoda asociovaná s BS rozkladem matice A

Definujme rozklad

A = B + S, (1)

kde B obsahuje pouze prvky ťŕıdy B

a S obsahuje pouze prvky ťŕıdy S.

Označme ~xB řešeńı soustavy B~xB = ~b.

Užit́ım rozkladu (1) zkonstruujeme iteračńı metodu:

A~x = ~b ⇔ (B + S)~x = ~b

B (I + B
−1

S)~x
︸ ︷︷ ︸

= ~b

~xB

Po jednoduché úpravě dostáváme rovnost

~x = −B−1S~x + ~xB

a iteračńı metodu:

~x(n+1) = −B−1S~x(n) + ~xB (1.a)

Nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence ρ(−B−1S) < 1.
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3.3. Metoda asociovaná s modifikovaným rozkladem matice A

Necht’ α je p̌rirozené č́ıslo. Definujme rozklad matice A takto:

A = Bα + Sα, (2)

kde Bα = B − 10αI, Sα = S + 10αI.

Označme ~xα řešeńı soustavy Bα~xα = ~b.

(Bα + Sα)~x = ~b

Bα (I + B
−1
α Sα)~x

︸ ︷︷ ︸
= ~b

~xα

Úpravou rovnosti ~xα = (I + B−1
α Sα)~x dostáváme

~x = −B−1
α Sα~x + ~xα.

Definujeme iteračńı metodu

~x(n+1) = −B−1
α Sα~x(n) + ~xα. (2.a)

Nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence ρ(−B−1
α Sα) < 1.
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3.4. Metoda se škálováńım v BS rozkladu matice A

Definujme parametr σ takto:

σ = 10r, r = [p−q
2 ], p > 0 znač́ı řád ťŕıdy B, q < 0 řád ťŕıdy S,

[a] znamená celou část č́ısla a.

Definujme matice Bσ = σ−1B, Sσ = σS.

Rozklad A = B + S zaṕı̌seme takto

A = σBσ + σ−1
Sσ, (3)

V rovnosti A~x = ~b použijeme vztah (3) a po úpravě dostáváme

Bσ(σI + σ−1
B

−1
σ Sσ)~x = ~b

Označme ~xσ řešeńı soustavy Bσ~xσ = ~b.

Je tedy ~xσ = (σI + σ−1B−1
σ Sσ)~x.

Po úpravě pak dostáváme σ~x = (−σ−1B−1
σ Sσ)~x + ~xσ.

Iteračńı proces definujeme takto:

σ~x(n+1) = −σ−1B−1
σ Sσ~x(n) + ~xα (3.a)

Nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence ρ(−σ−2B−1
σ Sσ) < 1.
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4. Numerické výpočty

Uvažujme matici A řádu n = 22. Struktura nenulových prvk̊u

matic A, B, S je znázorněna na obr. 1.
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Obr. 1. Matice A, B, S
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Obr. 2. Spektrum matice A
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Porovnáváme řešeńı ~x soustavy A~x = ~b, vypočtené Gaussovou

eliminačńı metodou s částečnou pivotaćı v dvojné aritmetice

s řešeńım soustavy B~xB = ~b. Grafické znázorněńı výsledk̊u je

na Obr. 3.

Norma rozd́ılu ‖~xB − ~x‖ = 2.424170738922339 · 10−22.
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Obr. 3. Řešeńı ~x ·, ~xB ◦
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Porovnáńı diferenćı pro jednotlivé metody.
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Obr. 4. Rozd́ıl řešeńı
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Výpočty znázorněné v logaritmické stupnici.
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Obr. 5.
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Výsledky pro metodu asociovanou s BS rozkladem, pro

modifikovanou metodu s parametrem α = 105 a pro metodu

asociovanou s BS rozkladem se škálováńım a σ = 108.

0 10 20 30
10

−24

10
−23

10
−22

10
−21

10
−20

10
−19

10
−18

10
−17

10
−16

BS

0 10 20 30
10

−24

10
−22

10
−20

10
−18

10
−16

10
−14

10
−12

10
−10

10
−8

MBS

0 10 20 30
10

−24

10
−23

10
−22

10
−21

10
−20

10
−19

10
−18

10
−17

10
−16

SBS

Obr. 6. Relativńı rezidua pro jednotlivé iteračńı metody
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Děkuji Vám za pozornost.
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